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MG DAU

1. Tong quan vé van dé nghién ctitu va li do chon deé tai

Giai tich phan thd duge cho 14 bat nguon tit cau hdi dua ra vao ndm 1695 bdi
L "Hospital va Leibniz. D6 1a lam thé nao dé khai quat héa cac khai niém cla giai tich
bac nguyén cho truong hop c¢6 bac bat ky? Qua lich sit hon ba thé ky hinh thanh va
phat trien, trong mot thoi gian dai ta thay ring giai tich phan thi cht yéu thu hat su
quan tam cla cac nha toan hoc, do chua biét nhiéu dén cac ing dung ctia né vao trong
thuc tién va cac linh vuc khoa hoc khac. Tuy nhién, trong nhitng thap ky gan day cé
nhiéu nha nghién citu da danh su quan tam cho gidi tich phan thd khi thay ring dao
ham va tich phan phan thit 1a cong cu cé thé mo ta tot hon nhiéu hién tugng trong thé
giéi tu nhién va trong k¥ thuat nhu la: hé nhét dan hoi, su phan cuc chat dién moi,
song dien tit, sy truyen nhiét, k§ thuat ché tao ngusi may, hé sinh hoc, tai chinh va mot
0 linh vyc khac (xem Ahmed (2007), Butzer va Hilfer (2000), Kilbas (2006)). Trong
lich sit, giai tich phan thi da thu hat dude su chd ¥ cia nhiéu nha toan hoc tién phong
nhu Euler, Laplace, Fourier, Liouville, Riemann, Laurant, Hardy, va Riesz.... Cac ung
dung ctia giai tich phan thit trong vat 1y dau tién dugc thuc hién béi Abel va Heaviside.
Ngay nay, phuong trinh vi phan phan thit c¢6 ting dung rong rai trong hau hét cac linh
viic khoa hoc. Trong nhiéu ting dung thuc té, stt dung phuong trinh vi phan phan thi
mang lai hiéu qua t6t hon so véi phuong trinh vi phan co dién.

Ly thuyét dinh tinh va tng dung ctia phuong trinh vi phan phan thi trong vat 1y, k¥
thuat, kinh té, sinh hoc va sinh thai hoc dugc nghién ctu rong rai, c6 thé tim thay trong
cdc cong trinh Kiryakova (1994), Mainardi (1997), Metzler (1995), MilRos va Samko
(1993) va cac trich dan trong d6. Khi xem xét cac mo hinh thuc tién, ddc biét trong
cac bai toan diéu khién thi tré 1a mot nhan t6 khong the tach roi. Do do, cac hé co tré
thu hat dudce su quan tam ciia nhiéu nha toan hoc, & d6 viéc nghién cttu dang diéu tiém
can nghiém 14 mot trong nhitng bai toan quan trong va hap dan nhat.

Trong nhiéu mo hinh tng dung, ngudi ta st dung phuong trinh vi phan dao ham
riéng phan thit dang
O u(t, x) = Au(t, z) (1)

v6i bac dao ham a € (0,2], A la toan tit Laplace. Truong hgp « € (0,1), né la phuong
trinh duéi khuéch téan, dudc ing dung trong vat ly bdi Nigmatullin (1986) dé mo ta
qué trinh khuéch tan trong moi trudng vat li¢u fractal (mot dang dic biet clia vat ligu
x0p). Truong hop a € (1,2), né la phuong trinh séng phan thi, mo ta sy lan truyen cia
séng co trong vat lieu nhét dan hoi.

Ly thuyét co sé vé phuong trinh vi phan phan thit da dugc phat trién va trinh bay
trong nhiéu tai lidu, c6 thé ké dén cac cudn sach tieu biéu Kilbas (2006), MilRos (1993),
Podlubny (1999). Nhitng két qué gan day vé phuong trinh vi phan phan thit chii yéu
danh cho tinh gi&i dugc trong khodng thoi gian hitu han (xem Phung (2013), R.N.Wang
(2011), J. Wang (2012) va cac tai lieu tham khéo trong dé) va tinh diéu khién dugc
(chinh x&c ho#c xap xi, xem Sakthivel (2011), J. Wang (2011, 2012)). Trong khi 1y
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thuyét on dinh cho phuong trinh vi phan bac nguyeén c6é lich sit phat trién lau dai va dat
duge nhiéu két qua quan trong (xem Driver (1977), Drabek (2007), Hale (1993) cung
v6i cac trich dan) thi cac két qua vé tinh on dinh ddi véi cAc phuong trinh vi phan phan
thit con it dude biét dén. Trén thuc té, viec sit dung cac cong cu phd bién nhu phuong
phap ham Lyapunov cho cdc phuong trinh vi phan phan thi gip nhiéu khé khan do
viéc tinh dao ham phan thit ciia cac phiém ham Lyapunov rat khé thuc hién.

Quay lai phuong trinh (1) trong truosng hop a € (1,2), mot dang tuong ty ctia né
dugc xem xét 1a
t (t — S)a—2
8tU(t, .CU) = . mAU(S,f)dS (2)
Phuong trinh nay dugc goi la phuong trinh tan xa-séng (moét dang trung gian gitta
phuong trinh khuéch tan (o = 1), vd phuong trinh séng (a = 2)), duge Fujita nghién
cttu lan dau nam 1990. Phuong trinh v6i nhiéu phi tuyén tuong ting dang

t — s a—2
Owu(t, x) = /O %Au(s,x)ds + fu(t,z)), (3)

mo ta qua trinh khuéch tan ky di va sy truyén séng trong vat lieu nhét dan hoi (xem
Hilfer (2000), Mainardi (2001), Metzler (2000)). Dé nghién citu 16p phuong trinh nay,
ta thuong chuyen né vé phuong trinh vi phan trong khéng gian Banach. Cu thé, ta
c6 the coi u : [0,7] — L*(Q) 1a ham theo bién ¢ nhan gia tri trong L?(Q) xac dinh bsi
u(t) = u(t, ). Khi d6, phuong trinh (3) c¢6 thé viét dudi dang phuong trinh vi phan tritu
tugng
: s A
d (1) = /0 O Au(s)ds + 1 (t.ule), (4)
trong d6 A = A v6i mién xac dinh phtt hop theo diéu kién bién va f(t,u(t)) = f(t, -, u(t,-)).
Gan day, van dé nghién citu dang diéu tiém can cta nghiém ddi v6i 16p phuong trinh
nay nhan dudc su quan tam ciia mot s6 nha nghién cttu, tuy nhién két qua dat duoc
con han ché. Theo hiéu biét clia chiing t6i, chua cé két qua nao vé tinh on dinh nghiem
clia phuong trinh dang (4) dugce cong bo. Chinh vi vay chung toi dat van dé nghién ctiu
s ton tai va tinh 6n dinh clia nghiém déi véi bai toan tong quat sau trong khong gian
Banach X:

! = tw u\s)as U Uu
u(t)/o F e Au(s)ds + (. u(0) ). £> 0.0 bk € A,
w(ty) —u(t,) = I(u(ty)), k € A,
u(s) + g(u)(s) = ¢(5),5 € [=h, 0],

—~~ —~
N O Ot
~— — ~

§ day A 1a toan tit tuyén tinh, dong va khong bi chén, £ 14 ham phi tuyén xac dinh trén
R* x X x Cp,, ham khong cuc bo g : PC([—h,T]; X) — C, va ham xung I, : X — X, k€ A
v6i A C N la mot tap chi s6. Ky hiéu u(t)), u(t,) tuong ung la giéi han phai va
trai clia w tai t; w 1& qua khi cla ham trang thai tinh t6i thoi diém ¢, nghia 1
u(5) = u(t+5),5 € [—h,0].

Bai toan Cauchy véi diéu kien khong cuc bo hay diéu kién xung da nhan dudge nhicu
quan tam cia cac nha nghién ctu trong nhitng nam gan day. Diéu kién khong cuc bo
dang (7) cho ta mo ta t6t hon cdc mo hinh thyc té so v6i diéu kien ban dau co dién, vi



du nhu diéu kién
M

u(s) + Z ciu(ti +s) = p(s)
i=1

cho phép mé ta nhitng do dac bo sung tai mot sé thoi diem thay vi chi do tai thoi diem
ban dau. Y nghia vat 1y v nhitng két qua nghién ctu dau tien vé bai toan khong cuc bo
da dugc trinh bay trong Byszewski (1991). Sau do, cic bai toan khac nhau véi dicu kien
khong cuc bo lien quan dén cac phuong trinh vi phan bac nguyén, va cac bao ham thic
vi phan bac nguyén nhan dudc sy quan tam rat 16n ciia cac nha nghién ctu. Lién quan
dén cac két qua ve tinh giai dugce, ching t6i trich dan cac cong trinh Chuong (2012),
Hernéndez (2003), Jesus (2008), Ke (2012), Liu (2003). Mat khéc, dieéu kién xung dang
(6) thuong dudc st dung dé mo ta cac hé dong liyc ¢ trang thai thay doi dot ngot. Ve
Iy thuyét cac he vi phan chita xung, c¢6 thé tham khao tai litu Lakshmikantham (1989).
R6 rang, bai toan Cauchy tong quat véi dieu kién khong cuc bd va hiéu ting xung déng
mot vai tro quan trong trong viéc mo ta nhiéu bai toan thuc té.

Dua trén nguyeén li diém bat dong, ching t6i chitng minh nghiém khong ctia bai toan
(5)-(7) ¢6 tinh hat toan cuc, nghia 1a u(t) — 0 khi ¢t — 400 v6i moi dit kien ban dau bi
chin ¢. Luu ¥ rang, néu mot nghiém cua (5)-(7) ¢6 tinh tiéu hao thi n6 cling w-tuan
hoan S-tiém can (xem Andrade (2010) Cuevas (2009, 2010)).

Tiép theo, ching t6i md rong 16p phuong trinh (4) cho trudng hop phan phi tuyén
1& ham da tri v6i tré vo han

t — g a—2
u'(t) € /0 (17:(04—_)1)Au(3)d5 + F(t,ug),t >0, (8)
uyg = Y € B, (9)

trong d6 A 1& toan ti tuyén tinh déng va khong bi chan, F 1a mot anh xa da tri xac
dinh trén mot tap con cia R* x B, B la khong gian pha dinh nghia trong Chuong 1.
O day o € (1,2) vad u 13 qua khi clia ham trang thai cho t6i thoi diém ¢, nghia la
ur(s) = u(t+s),s <0.

Trong bai toan nay, ham F phi tuyén sinh ra tit hé diéu khién v6i phan hoi da tri
(Kamenskii (2001)), va nhiéu bai toan khac nhu bai toan chinh quy héa phuong trinh
vi phan vé6i vé phai khong lien tuc (Filippov (1988)), hodic tit bai toan lién quan dén bat
dang thiic vi bién phan (Pang (2008)). Tré& vo han thudng xuat hién trong cac bai toan
diéu khién, khi nhan t6 diéu khién lay thong tin tit qua khi ctia hé nhung khong co6
thong tin vé thoi diem bat dau xuat hién tré. Muc dich chinh ctia ching t6i khi nghién
cttu bai toan nay 1a phan tich tinh on dinh tiém can yéu cta nghiem khong, déi véi
hé (8)-(9) dua trén khai niém sau:

Ki hiéu ¥(¢) la tap nghiem cia he (8)-(9) véi diéu kién ban dau . Gid sl rang
0 € 2(0), titc 1a (8) ¢6 nghiem khong. Nghiem khong cta (8) duge goi 1a on dinh tiém
can yéu néu

1) On dinh, nghia 13 v6i moi € > 0 ton tai § > 0 sao cho néu |p|g < § thi |u|g < e, véi
moi u € X(p),t > 0;

2) Hut yéu, nghia la véi mdi ¢ € B, ton tai u € X(p) sao cho |ugg — 0 khi ¢ — +oo.
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Chiing t6i dua ra khai niém nay dua trén khéi niem on dinh yéu cta Filippov cho hé vi
phan thuong khong chita tré. Ro rang khai niém é6n dinh tiém can yéu phit hop cho cac
hé vi phan ma tinh duy nhat nghiém cua bai toan Cauchy khong duge dam bao, dac
biét la cac bao ham thic vi phan.

Dé ching minh tinh 6n dinh tiém can yéu, ching toi st dung nguyén 1y diem bat
dong cho anh xa nén trén khong gian cac ham lién tuc xac dinh trén R*. Cu thé, dua
vao dang diéu cua a-giai thic {S.(t)}¢>0 sinh bdi phan tuyén tinh, ching toi xay dung
khong gian nghiém thich hgp, dinh nghia mot dé do khéng compact méi trén khong
gian nghiém C,(]0, 00); X) dé xac dinh mot tiéu chuan compact trén khong gian nay, sau
do6 chitng minh toan t1 nghiém c6 tinh nén.

Véi cach tiép can nay, trong truong hop a-giai thic cé ting trudng mi, ching toi
chting minh dugc rang bai toan (8)-(9) c¢6 nghiém bi chan mi. Tiép theo, khi a-giai
thic on dinh tiém can, ching t6i ching minh tinh én dinh tiém can yéu ctia nghiém
khong.

M6 rong khai niéem dao ham va tich phan phan thi, giai tich phan thi c6 trong da
dugce phat trien dé nghién cttu mot s6 bai toan lien quan dén vat lieu x6p (Hanyga
(2001)), dong chay dia vat 1y (Meerschaert (2014)), thiy van nuéc ngam (Meerschaert
(2008)),... C6 thé tim hiéu thém céc muc tiéu va 1y do md rong gidi tich phan thi
trong cong trinh Sabzikar (2015). Phuong trinh vi phan phan thit ¢6 trong la chu dé
dugc quan tam trong hon mot thap ky qua, trong d6 mot s6 két qua vé tinh giai duac,
phuong phép giai s6 da duge thiét 1ap (Chen (2017), Deng (2017), Li (2016)).

M6 rong khai niém dao ham va tich phan phan thi, giai tich phan thi cé trong da
duge phat trién dé nghién ctu mot sé bai toan lien quan dén vat lieu x6p, dong chay
dia vat 1i, thity van nuéc ngam .v.v. Trong truong hop nay, thay vi xét phuong trinh
(1), nguoi ta xét phuong trinh

D*%u(t) = Au(t) + f(t,ue), t € 0,77, (10)
u(s) = (s),s € [—h,0], (11)
W (0) =y, (12)

G day a € (1,2),0 > 0, D*? la dao ham phan thit c6 trong véi bac a theo nghia Caputo,
ham trang thai v nhan gia tri trong khong gian Banach X véi tré vy € C([—h,0]; X) xéc
dinh boi uy(s) = u(t +s),s € [~h,0], A la mot toan tit tuyén tinh déng trén X va ham
phi tuyén f dugce xac dinh trén [0,7] x C([—h,0]; X).

O day, muc tieu ctia ching toi 1a ching minh tinh gidi duge clia bai toan (10)-(12)
duéi cac thiét lap tong quat (khong c6 diéu kién Lipschitz ddi v6i f ciing nhu tinh
compact ciia nita nhém sinh bdi A, cac tinh huéng nay da dudc thio luan trong Feng
(2016) doi vdéi truong hgp ¢ = 0). Thém ntta, ching t6i nghién cttu dang diéu nghiém
ctia (10) thong qua khéi niém tinh hat trong thoi gian hitu han duge dua ra trong Giesl
(2012). C6 thé thiy ring, dang diéu tiém can clia nghiém ciia cac hé vi phan khi thoi
gian du 16n da dudc nghién citu qua hang thé ky, thu duge nhiéu thanh tuu cé tinh he
thong va déng mot vai tro quan trong trong nhiéu bai toan thuc tién. Tuy nhién, trong
nhiéu ting dung khi hién tugng chi xdy ra trong thoi gian ngan thi viéc phan tich dang
diéu cua nghiém trong khoang thoi gian hitu han lai déng vai tro quan trong va dang
thu hut su quan tam ctia nhiéu nha toan hoc.

Trong noi dung nay ching toi ching minh sy ton tai nghiém bang cach st dung dinh
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Ii diem bat dong cho anh xa nén, diéu nay yéu cau ham phi tuyén f phai théa man tinh
chinh quy dudc thé hién thong qua do do khong compact Hausdorff. Chi ¥ rang, trong
thiét lap clia ching toi, ham f c6 thé tang trudng trén tuyén tinh. Dé dat dudce két qua
ve tinh hit trong thoi gian hitu han ctia nghiém, ching toi thuc hién mot s6 udec luong
cuc bo (wdc lugng véi dit kien ban dau nhé) va st dung bat dang thitc Gronwall ki dj.
Cudi ciing ching toi 4p dung két qua triru tuong cho mot 16p phuong trinh dao ham
rieng phan thit ¢6 trong theo bién thoi gian.

2. Muc dich — D6i tuong — Pham vi nghién citu ctia luan an

2.1. Muc dich nghién citu: Nghién cttu dang diéu nghiém ctia mot s6 hé vi phan
phan thi c6 tré theo cach tiép can cua 1y thuyét on dinh.

Dau tién ching t6i nghién citu tinh on dinh ctia nghiém déi véi 16p phuong trinh vi
tich phan phan thit bao gom hiéu tng xung va diéu kién khong cuc bo véi tré hitu han.
Sau do, ching toi nghién citu tinh on dinh tiém can yéu ciia nghiém tam thuong cho
bao ham thitc vi tich phan phan thi chita tré vo han. Cudi cung luan an dat dugc mot
s6 két qua vé tinh hat trong khoang thoi gian hitu han déi v6i phuong trinh séng phan
thit c6 trong, nia tuyén tinh véi tré hitu han va phan phi tuyén tang truéng trén tuyén
tinh.

2.2. D6i tuong nghién cttu: Trong luan an nay, tac gia xét ba 16p bai toan:
+ L6p tht nhat: Phuong trinh vi tich phan phan tht dang tan xa-séng véi tré
httu han.

+ Lép thit hai: Bao ham thic vi tich phan phan th dang tan xa-séng véi tré vo
han.

+ L6p thi ba: Phuong trinh séng phan thit c6 trong nia tuyén tinh véi tré hitu
han.

2.3. Pham vi nghién ctiu: Pham vi nghién citu ctia luan an duge thé hién thong qua
cac noi dung sau

+ Noi dung 1: Nghién citu sy ton tai nghiém ctia cac phuong trinh va bao ham
thic vi phan phan thd véi tré hitu han va vo han.

+ Noi dung 2: Nghién citu tinh 6n dinh ctia nghiem déi véi 16p phuong trinh vi
tich phan phan tht bao gom hiéu tng xung va diéu kién khong cuc bo véi tré hitu
han.

+ Noi dung 3: Nghién citu tinh on dinh tiém can yéu ctia nghiém doi véi bao ham
thiic vi tich phan phan tht dang séng khuéch tan véi tré vo han.

+* NOi dung 4: Nghién cttu tinh hat trong khoang thoi gian hitu han ctia nghiém
d6i v6i phuong trinh vi phan phan thit ¢6 trong (tempered) véi tré hitu han.
3. Phuong phap nghién ciu

Luan an st dung cac cong cu cta giai tich da tri, 1f thuyét nita nhém, gidi tich phan
thi, I thuyét diem bat dong, dé thuc hién cac noi dung nghién cttu néu trén. Ngoai ra
d6i véi cac noi dung cu the, ching t6i st dung mot sé ki thuat tuong tng:
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e Nghién citu tinh gidi dugc ctia cac bai toan phi tuyén: Phuong phap uée luong theo
d6 do khéng compact.

e Nghién ctu su ton tai nghiém phan ra va téc do phan ra ciing nhu tinh on dinh
tiem can yéu ctia nghiém: St dung cach tiép can ctia Burton va Furumochi, k§
thuat vé uéc luong do do khong compact va cac dinh 1i diem bat dong cho anh xa
nén.

e Nghién cttu tinh hit trong thoi gian htu han dya trén khai niém dugc dua ra bai
Giesl va Rasmussen.

4. Cau truc va cac két qua cua luan an

Ngoai phan M§ dau, Két luan, Danh muc cong trinh da cong bd va Tai lieu tham
khao, luan 4n dugc chia lam bén chuong: Chuong 1 trinh bay mét s6 kién thitc chuan
bi. Chuong 2 ching minh tinh on dinh ctia nghiém cho mot 16p phuong trinh vi tich
phan phan tht véi tré hitu han. Chuong 3 nghién ctu tinh on dinh tiém can yéu cta
nghiém cho mot 16p bao ham thic vi tich phan phan tha véi tré vo han. Chuong 4 véi
phuong trinh vi phan phan thi ¢é trong va tré hitu han, ching té6i chttng minh tinh hat
trong khodng thoi gian hitu han ctia nghiém khi phan phi tuyén tang trudéng trén tuyén
tinh.

5. Y nghia cua cac ket qua cua luan an

Cac két qua thu dugc trong luan 4n gép phan lam phong pht thém hudéng nghién
citu on dinh nghiém cho céc phuong trinh va bao ham thiic vi tich phan phan thi c6 tré
trong trong khong gian Banach tong quat, c6 thé ap dung cho nhiéu 16p phuong trinh
dao ham riéng phi tuyén cling nhu cac hé vi phan thuong co tré.



Chuong 1

KIEN THUC CHUAN BI

Trong chuong nay, ching toi nhac lai cac két qua vé giai tich phan thiw, li thuyét
giai thic, If thuyét do do khong compact (MNC) va anh xa nén, mot s6 kién thitc ve
giai tich da tri.

1.1. GIAI TiCH BAC PHAN SO

Trong muc nay, ching to6i nhac lai mot s6 khai niém va tinh chat lién quan dén dao
ham, tich phan phan thit va phan tha co6 trong.

1.2. LI THUYET GIAI THUC

Muc nay trinh bay mot s6 khai niém co ban v mot vai két qua lien quan dén ho
cosine, nita nhém va giai thic.

1.3. PO bO KHONG COMPACT VA CAC UGC LUONG

Trong muc nay, ching t6i trinh bay khai niem do do khong compact v mot sd uée
luong lien quan dén do do khong compact Hausdorff.

1.4. ANH XA NEN VA CAC DINH Li DIEM BAT DONG
1.4.1. Mot s6 van de ve giai tich da tri
Trinh bay vé mot s6 khai niem va két qua clia gidi tich da tri. Trong dé cé khai niém
ham chon cia ham da tri, sy ton tai ham chon va mot s6 két qua then chét.
1.4.2. Anh xa nén va mot sé dinh li diém bat dong
Trong muc nay, ching téi trinh bay vé nguyén i diem bat dong cho anh xa nén.

1.5. TINH ON DINH CUA CAC HE VI PHAN

O day chiing t6i nhiic lai cac khéi niem én dinh Lyapunov, én dinh yéu, én dinh thoi
gian hitu han, tinh hat trong thoi gian hitu han vA mot s6 tinh chat lién quan dén céc
khai niém nay.

1.6. MOT SO KET QUA BO TRQ
1.6.1. Cac khong gian ham

Trong muc nay, ching toi nhac lai mot s6 khong gian ham can dung trong luan an
nhu: LP(Q),1 < p < +o0; L>(Q); LY (Q),1 < p < +oo, v6i Q 1a mien bi chan trong R™.
Cac khong gian ham phu thudc thoi gian, nhu C([a,b]; E); LP(a,b; E); Cp, := C([—h,0]; E),
h > 0 cho truéc, 6 d6 E 1a khong gian Banach. Dac biét, ching toi trinh bay vé khong
gian pha kicu Hale-Kato B.
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1.6.2. Mot s6 bat dang thic thudng ding

Nhéc lai mot s6 bat dang thitc duge st dung trong luan an: bat dang thiic Holder va
mot vai dang ctia bat dang thic Gronwall.



Chuong 2

TINH ON DINH NGHIEM CUA PHUGNG TRINH TAN XA-SONG
NUA TUYEN TINH CHUA XUNG VA TRE HUU HAN

Trong chuong nay, chiing t6i nghién cttu 16p phuong trinh vi tich phan phan tha
v6i hiéu ting xung va diéu kién khong cuc bo, trong d6 phan tuyén tinh cé dang tan
xa-séng. Muc dich 1a dua ra cac két qua vé su ton tai nghiém cling véi tinh 6n dinh cta
nghiém tich phan déi véi bai toan trén bang phuong phap diém bat dong.

Noi dung ctia chuong nay dya trén bai béo s6 [1] trong Danh muc cong trinh khoa
hoc clia tac gid lien quan dén luan an.

2.1. DAT BAI TOAN

Cho (X, -|) 1& mot khong gian Banach, ching t6i nghién cttu sy ton tai va tinh 6n
dinh ctia nghiém doi v6i bai toan sau:

= [ s ()

u@%iA NQ_DA()d+f@(ﬂ,&t>@t#@$eA, (2.1)
u(t) —u(ty) = Ii(u(ty)), k € A, (2.2)
u(s) + g(u)(5) = @(5), 5 € [~h, 0], (2.3)

trong d6 A 1& toan tit tuyén tinh déng v khong bi chan, f 1a ham phi tuyén xac dinh
trén [0,+o00) x X x C([=h,0]; X), g: PC([-h,T]; X) — C(|—h,0]; X) la ham khong cuc bo
va ham xung cho bdi I, : X — X. Ching t6i xét bai toan trén véi o € (1,2) va A C N 1a
mot tap chi s6. Ky hieu u(tz) va u(t, ) tuong ting la gidi han phai va trai clia u tai t;; w
14 qué khtt ctia ham trang thai tinh t6i thoi diém ¢, nghia 1 u(5) = u(t + 5),5 € [—h, 0].

2.2. SU TON TAI NGHIEM TiCH PHAN

Trong muc nay, ching toi nghién cttu sy ton tai nghiém ctia bai toan (2.1)-(2.3) trén
doan [0, 7). Gia thiét:

(A) A la todn tit quat kiéu (w,0) vdi 0 < 0 < 7(1 — «/2), sao cho a-gidi thic S(-)
sinh bdi A la lien tuc theo chuan.

(F) Ham phi tuyén f:RT x X xCj, — X théa mdn:

(1) f(-,v,w) do dudc vdi moi cdp (v,w) € X x Cp, f(t,-,-) lién tuc vdi hau khdp
t€[0,7T] va
1f(t v, w)llx < E@)Ys([lollx + [Jwlle,).
V(v,w) € X xCp, ¢ day k € L; (R"), Vs la ham gid tri thuc lién tuc, khong
giam;
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(2) ton tai ham m:R%2 — R*, sao cho m(t,-) € L(0,t),t > 0, va vdi moi tdp con
bi chan V c X, W C Cy,

X(Salt =) f(s, V., W)) <m(t,s)[x(V) + xn(W)],
hau khap t,s € [0,T],s < t.
(I) Ham zung I : X — X,k € A, thda man:
(1) 1, lién tuc va ton tai s6 I, > 0 théa man
[ 2 (2)]| < L r(fl),

d day Yy la ham gid tri thuc lién tuc, khong giam,
(2) ton tai s6 uy, >0, sao cho

X (I (V) < pex(V),
vdi moi tap bi chan V C X.
(G) Ham khong cuc bo g: PC([—h,T); X) — Cj, théa man cdc dieu kién:
(1) g lién tuc va
lg(w)lle, < Wy(llullpe),
Yue PC, d day ¥, la ham lién tuc, khong giam trén R*;
(2) ton tai n >0, sao cho vdi moi tap bi chan D c PC([—h,T]; X),
Xn(9(D)) < nxpe(D).
Sau day la dinh nghia vé nghiém tich phan cta hé (2.1)-(2.3).

Dinh nghia 2.1. Ham u € PC([—h,T]; X) dudc goi la mot nghiém tich phan cua bai
toan (2.1)-(2.3) trén doan [—h, T] néu va chi néu u(t) = ¢(t) — g(u)(t) v6i t € [~h,0], va

u(t) = Sa(®)p(0) — g(w) ()] + Y Salt — ti)Ix(u(ty))

0<tp<t
t
b [ St = )5 ute) s
0
v6i moi t € [0, T7.

X6t F: PC([=h,T]; X) — PC(|—h,T]; X), xac dinh bdi

(o(t) — g(u)(t), t € [—h,0],
Fu)(t) = { Sa®)lp(0) — g(u)(0)] +O<;<t Sa(t = tg) I (u(ty))
\ -+ fot Sa(t —8)f(s,u(s),us)ds,t € [0,T].

Khi d6, « 13 mot nghiém tich phan ctia (2.1)-(2.3) néu né 13 mot diém bat dong clia
toan tu nghiém F.

Bo dé sau day ta chting minh tinh nén ctia toan ti nghiém.
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Bo dé 2.1. Vdi cdc gid thiét (A), (F), (G) va (I). Khi dé

(?7+ Z uk)S§+8 Sup]/otm(taS)dSI xrc(D),

Le[0T] tel0,T

xpe(F (D)) <

vdi moi tap bi chin D C PC([—h,T); X), ¢ day S = supep.r) [1Sa(t)]].

St dung dinh li diem bat dong cho 4nh xa nén, ta dudc két qua sau vé su ton tai
nghiém tich phan.
Dinh 1i 2.1. Néu cdc gid thiét trong Bo dé 2.1 CZUO’C thoa man thi bai toan (2.1)-(2.3)
c¢6 it nhat mot nghiém tich phan trong PC([—h,T); X), vdi dieu kién

(77+ Z ,uk ST+8 sup /mtsds<1 (2.4)
eT] t€[0,7]
va
: T
I;Ejgrl(\lfg(?“)—l-qf[(r) Z Ik ) S,
tr€[0,7] (25)
+ W¢(2r) sup / |Sa(t — s)||k( )ds]<1
t€[0,7]

¢ day ST da duoc cho trong Bo dé 2.1.

2.3. TINH ON PINH NGHIEM

Nhiam nghién citu tinh on dinh nghiém ctia bai toan (2.1)-(2.3), chiing t6i xét khong
gian ham

PCo = {u € PC([—h,+00); X): lim wu(t) =0}

t——+4o00

vG1 chuan

lulloe = sup [lu(t)]],
>0

G day PC([—h,+o0); X) dugc dinh nghia tuong tu nhu PC([—h,T]; X) v6i T = +oo. Khi
do, PCy la mot khong gian Banach.

O phan nay, ta thay thé cac gid thiét (A), (F), (G) va (I) bdi cac gia thiét sau:

(Aa) A la todn ti quat kieu (w,0), w <0 va 0 <6 < (1 —a/2).

(Fa) f(-,v,w) do dugc vdi moéi v € X,w € Cp,, f(t,-,-) lién tuc véi hau khdp t €
R+ f(t,0,0) =0, va ton tai k € LYRY), dé

£t on,w1) — F(t 02, wa)l] < k() (lon — v + n — walle,) £ € RY,
Yo, v9 € X, w1, wy € Cp.
(Ga) g la mot ham lién tuc théa man g(0) =0 va ton tai s6 n khong am sao cho
lg(w1) = g(w2)lle, < nllwr —walpc,

Ywy, we € PC([—h,T]; X), vor mot T > 0.



12

(Ia) Cdc ham I,k € A lién tuc, I;,(0) = 0 va ton tai day {u.},k € A sao cho >k <
keA

+00, Va
[k (z) = I (y)[| < pgllz —yll, v61 moiz,y € X.
Dinh li 2.2. Gid s (Aa), (Fa), (Ga), va (Ia) théa man. Khi dé, bai todan (2.1)-(2.3)
c6 nghiém duy nhat v € PCy, vdi dieu kién

(n—i—z,uk SO°+28up/ |Sa(t — s)||k(s)ds < 1, (2.6)

el t>0

¢ diy S = sup||Sa(t)]].

t>0

2.4. AP DUNG

Cho © ¢ R” 1a mot mién bi chian véi bién tron 9Q. Xét hé sau:
ou t (t —s)*2 _
E@’ t) = /0 ml)xu(:p, s)ds + k(t) f(z,u(x,t),u(z,t — h)), (2.7)
c(1,2),t e R"\{ty,k € A}z € Q,
u(z,t) =0, z € 90, t € R,
u(x, ,j) u(x, tk)+fk(:c u(x,ty)),r € O,k € A,

M
Z u(z, 7+ s) = p(s),s € [—h,0],x € Q, (2.10)

6 day toan tu

Ly = Z ij Ox;0x;
1,9=1

c6 tinh chat

D &gy > 0’ VEE R,
ij=1
Vi 0 > 0. Dt X = L2(Q), A = L, v D(A) = H2(Q) N H}(Q). Khi d6, he (2.7)-(2.10) 1a
mot truong hgp riéng ctia mo hinh triru tugng (2.1)-(2.3) véi
f(t, v, w)(x)
Ii(v)(x)

k() f(z,v(z), w(z, —h)),v € X,w € C([—h,0]; X),
p(z,v(z)),ve X,

I
~

M
g(w)(s)(@) =Y caulw, 7 + 5),u € PC([~h, +00); X).

Ta biét rang, A 14 mot toan tit quat v né sinh ra mot nita nhém giai tich trong X. Hon
nita, c6 the kiem tra duge A 13 mot toan tit quat kiéu (A1, 0) 6 day A\; < 0 la gia tri rieng
dau tién cta A.

Gid st rang ke L'(R) va f: @ x R x R = R, sao cho

F(z,u1,21) — f(2, 92, 20)| < (@) (Jy1 — yo| + |21 — 22]), K € X,
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Ve € Q,y1,v2, 21, 22 € R. Khi do, ta co
1 (2, 01, w1) = (&, vz, w2)|| < k@) |6l ([[or — vzl
+ [lw1 (-, =h) = wa(-, =h)]])
< E@)|&ll((lor — vall + lwr — w2lle,),
Yui,v9 € X, wi,ws € Cp,.
Cho I, : @ x R -5 R,k € A 1a ham théa méan

e (z,91) — Tn(z, y2)| < Cp(2)|y1 — w2, e € X,
Ve € Q,y1,y2 € R. Suy ra

Hi(v1) = Te(o2) || < 1x]] for = val], Vor, 02 € X.

D6i v6i ham khong cuc bo g, ro rang

M

lo(u) = gu)le, < (D er) s = uallper

i=1
V61l Mol uy, ue € PC(|—h,T]; X),VT > 0.

Dudi cac thiét lap tren, 4p dung Dinh 1i 2.2, ta thay bai toan (2.7)-(2.10) ¢6 duy
nhat nghiém tich phan trén PCy, véi dieu kien

M

t
(D et S leal) 55 + 2l sup / ISalt — )[[E(s)ds < 1.
t>0 Jo

1=1 keA
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Chuong 3

TINH ON DINH YEU CUA NGHIEM BAO HAM THUC VI PHAN
DANG TAN XA-SONG VOI TRE VO HAN

Chuong nay nghién cttu bai toan Cauchy vé6i bao ham thic vi tich phan dang tan
xa-séng chia tré vo han. Dua trén dang diéu cuia toan tit giai thic sinh béi phan tuyén
tinh, ching toi thiét lap cac uéc luong cho nghiém ctia bai todn. Két qua vé tinh 6n
dinh yéu ctia nghiém khéng, dude ching minh trong trusng hop toan tit giai thiic on
dinh tiém can.

Noi dung ciia chuong nay dya trén bai bao s6 [2] trong Danh muc cong trinh khoa
hoc clia tac gia lien quan dén luan an.

3.1. DAT BAI TOAN

Xét bai toan

t — s a—2
u'(t) € /O (;(Oé—jl)Au(S)dS + F(t,us),t >0, (3.1)
ug = p € B, (32)

trong d6 ham chua biét u nhan gia tri trong khong gian Banach (X, |- |), A 1& toan t
tuyén tinh déng va khong bi chin, F 1a mot anh xa da tri xac dinh tréen Rt x B, B 1a
khong gian pha dugce dinh nghia trong Chuong 1. 0 day a € (1,2) va us la qua khit cua
ham trang thai cho t6i thai diém ¢, nghia 1a w(s) = u(t + s),s < 0.

3.2. SU TON TAI NGHIEM BI CHAN MU

Gia sit g : RT — [1,+00) la m6t ham lién tuc va khong giam. Trong muc nay, ta gia
thiét:

(A%) A 1a toan tit quat kidu (w,0) véi w >0 vd 0 < 6 < 7(1 — a/2), sao cho a-gidi thic
So(+) sinh béi A 1a lien tuc theo chuan.

(Bﬁ) B 1a khong gian pha trong Chuong 1, v6i K va % 1a cac ham bi chan déu.

(F%) Anh xa da tri F: R* x B — Kv(X) théa man:

(1) v6i ¢ € B anh xa da tri F(-,v¢) : Rt — Kv(X) ¢6 mot ham chon do duge manh
dia phuong, nghia 1a v6i méi 7' > 0 c¢6 thé tim duge mot ham do duge manh
f:[0,T] = X sao cho f(t) € F(t,+) véi hau khap t € [0,T];

(2) v6i hau khép t € RT, anh xa da tri F(¢,-) : B — Kv(X) la ntta lién tuc trén;
(3) ton tai cdc ham khong am m, p sao cho m,g c LY(R*), va véi moi ¢ € B, ta co
[F (&, )| -=sup{|¢][ : £ € F(¢,¢)} < m(D)[¢]s + p(¢)
v6i hau khap t € RT;
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(4) ton tai ham k € L>®(R™) sao cho, v6i moi tap bi chin D C B ta ¢6 x(F(t, D)) <
k(t)sup x(D(s)) v6i hau khap t € RT.
s<0

Xét khong gian ham sau

Cy(RT; X) = {u e C([0,0); X) : tl}ﬂm% =0}, (3.3)
v6i chuan
[u®)]
g(t)

Dé thay rang C,(R™; X) 1a mot khong gian Banach. Bay gio ta dinh nghia mot do
do khong compact trén khong gian nay. St dung toan ti mp : Cy(R™; X) — C([0,77; X)
dinh nghia boi mr(u) = uljgr. Cho Q la mot tap bi chan trong Cy(RT; X). Dat

Hqu — Sup
>0

Xoo(€2) = sup wr (77 () + sup mody(77(£)), (3.4)
T>0 T>0
I (0]
SR i O )
X () = Xo0o(Q) + doo (), (3.6)

& d6 wp va mody dude cho trong Chuong 1. Bo dé sau dua ra mot dieu kien du cho
tinh compact ctia mot tap bi chan trong C,(R*; X).

Bo6 dé 3.1. Cho Q c C,(R*; X) la mot tdp bi chan sao cho x*(Q) = 0. Khi dé, Q la
compact tuong doi trong Cy(R*; X).
Trong phan nay, ta xét khong gian Cy(R*; X) véi g(t) = €t va B > W
Vé6i p € B, ta dinh nghia khong gian
Cyp = {u € CeRT; X) : u(0) = 9(0)} .
Ta co, Cy,, la mot khong gian con déng ctia Cy(R*; X).
Nghiém ctia bai toan (3.1)-(3.2) duge dinh nghia, nhu sau.

Dinh nghia 3.1. Cho truéc ¢ € B. Ham lién tuc v : R — X dudgc goi la nghiém tich
phan ciia bai toan (3.1)-(3.2), néu ton tai f € Pp(ulg+), sao cho

u(t) = 4 P t <0,
Sa(t)p(0) + [i Salt — 5)f(s)ds, t>0.

Xét toan tu da tri

F:Cyp — P(Cyo),
F(u)(t) = Sa(t)e(0) + {/0 Sal(t —s)f(s)ds: f € PF(U)} (3.7)

R6 rang rang néu v 1a mot diém bat dong ctia F thi v[y] & mot nghiem tich phan cia
(3.1)-(3.2). Ta goi F la toan tit nghiém cia (3.1)-(3.2).

Két qua chinh ctia phan nay dudc trinh bay trong dinh i sau.
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Dinh li 3.1. Néu cic gid thiét (A?), (B*) va (F*) théa man va

sup/ [Sa tt__; K(s)m(s)ds < 1. (3.8)

t>0

Khi dé bai toan (3.1)-(3.2) ¢6 it nhat mot nghiém tich phan théa man % = o(1) khi

t — +00,

3.3. KET QUA VE TINH ON DINH YEU

Trong muc nay, xét truong hop A 1a toan tit quat kieu (w,0) véi w < 0 va 0 < 6 <
7(1 — a/2), nghia la a-gidi thitc S,(-) 1a on dinh tiém can.

Ta thay rang, bang cach chon ¢ = 1 va tién hanh tuong tu nhu phan truée, ta co thé
chitng minh duge sy ton tai nghiém ciia bai toan (3.1)-(3.2) va suy ra tinh on dinh tiém
can yéu ctia nghiem khong. Cu thé 1a, ta xét toan tit nghiem F trén khong gian

BCop = {v € C([0,00); X) : v(0) = 9(0), lim_[o(t)]| =0},

vGl chuan

[0][oc = sup [lo@)].
>0

Trong tinh hudng nay, cac gia thiét (A%), (B*) va (F*) dugc thay thé béi cac gia thiét
sau.

(A%) A la toan tit quat kidu (w,0) véi w < 0 vA 0 < 6 < 7(1 — o/2), sao cho a-gidi thic
S.(+) sinh béi A 1a lien tuc theo chuan.

(B?) Khong gian pha B cho trong Chuong 1, v6i ham K bi chin déu va M thoa man
M(t) = o(1) khi t — co.

(F*) Anh xa da tri F: R* x B — Kv(X) théa man:

(1) v6i ¢ € B anh xa da tri F(-,v) : Rt — Kv(X) ¢6 mot ham chon do duge manh
dia phuong, nghia 1 véi mdi T > 0 ta c6 thé tim dugc mot ham do dudge manh
f:[0,T] = X, sao cho f(t) € F(t,%) véi hau khap ¢ € [0, T);

(2) v6i hau khdp ¢t € RT anh xa da tri F(t,-) : B — Kv(X) la nita lién tuc trén trén
B;

(3) ton tai ham m € LY(R*), sao cho v6i moi ¢ € B, ta c¢6

[F(@t, ¥)| = sup{|[{]| : € € F(t,4)} < m(D)[¥]s,
v6i hau khap t € RT;

(4) ton tai ham k € L>°(R™), sao cho véi moi tap bi chin D C B, ta ¢6 x(F(t, D)) <

k(t)sup x(D(s)) v6i hau khap t € R,
s<0

Dinh i sau la mot hé qua cta Dinh 1i 3.1.
Dinh i 3.2. Gid st cic gid thiét (A%), (BY) va (F?) théa man. Véi diéu kien
Oo—sup/ |Sa(t — s) || K(s)m(s)ds < 1, (3.9)
£>0

thi nghiém khong ciia bai todn (3.1)-(3.2) la on dinh tiém cin yéu.
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3.4. AP DUNG

Cho € 13 mién bi chan trong RY véi bién tron 09. Xét phuong trinh dao ham riéng
sau

%(t, r) = /Ot %Axu(s,x)ds + f(t,z),t >0,z € Q, (3.10)
G d6 a € (1,2), ham u thdéa man diéu kién bien
ult,x) = 0,2 € 90t > 0, (3.11)
va dieu kién ban dau
u(t,z) = o(t,z),xr € Q,t < 0; (3.12)
ham f rang budc bdi
o) et | io [ et s o.a). puteo.)ans, (.13

G day [fl,fg] = {Tf1 + (1 — T)fg T € [0, 1]}
Xét A=A v6i D(A) = H*(Q) N HL (), khi d6 tap gidi cta A, p(A) C C\(—o0, —\1], 6
do A\ = inf{||Vu||%2(Q) lull g2y = 1} Vay A la toan tu quat kiéu (—\,0) v6i 0 € (0,%)

bat ky.
Cho X = L?(Q). Ta thay rang S,(-) kha vi trén (0, +oo) va

v6i C, 13 mot hang sé duong. Diac biét, S, (-) 1a lién tuc theo chuan. Vay gia thiét (Ag)
dugc dap tung.

iSa (t)uo

y < Cat™ Hluol|, t >0,

Xét khong gian pha B = CL2 v6i g(0) = e, & day nita chuan trong B dudc cho béi

1
—7r §
lwlp=sup [w(0)|x + (/ eh@llw(9)||§<d9> :
v6i r = —3In(1 — h). Ta c6

0<t<r,

1
Kt)y=¢ ' B
(¥ {1—|— L\/e_hr —e >

Lht —ht
max 4 e 2 1—}—\/ (1—e , 0<t<r,
M(t) = { )}

1
€_§ht, t >

Ta thay ring K(t) = O(1), M(t) = o(1) khi ¢t — 400, va do d6 (BF) thoa man.

Ta sé chi ra rang hée (3.10)- (3.13) 1a on dinh tiém can yéu v6i mot thiét lap thich hop
ddi v6i phan phi tuyén. Cu the, git st ring

(N1) b e L'(R*: L2(Q));
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) f1, f2: R — R 1a lién tuc va thdéa man
| fi(2)] < Cflz],Vz € R,

vOi Cy > 0 nao do;

(N3) v: (—00,0] x 2 — R la ham lién tuc, sao cho

w(0,y)| < CLe? vy e Q,6 <0,
G day h € (0,1) va C, > 0.

Cho F:R* x B — P(X) la anh xa da tri, dinh nghia bai

0
F(t,w)(x) = b(t, ) / / v(0,9) [F1(w0(8, ). F2(w(8, )] dydo.

Khi d6 ta thiy rang, v6i mdi 7 € [0,1] ham s6

f(t.x) = bt 2) / / (6, 9) [ 1 (0(6,9)) + (1 = 7) falw(6, )] dydd

1 mot ham chon kha tich ctia F(t,w). Gia thiét (F%)(1) dugc thoa man.

Bay gio, v6i moi tap bi chan W c B, F(t,W) C span{b(t,-)}, 1a khong gian con mot
chieu cua L?*(Q). Theém nita, nho (N2), F(t,W) cung la tap bi chin va compact tuong
do6i. Do d6

X(F(ta W)) =0,
va gid thiét (F%)(4) théa méan véi k = 0. Dic biet, F(t, w) la compact tuong d6i véi méi
w € B. Nho tinh lién tuc ciia fi, f» va Dinh 1§ hoi tu troi Lebesgue, ta cé thé kiém tra
tinh déng ctia F(t,-). Do do6, F(t,-) c6 gia tri compact v nia lién tuc trén. Gia thiét
(F#)(2) dugc théa man.

Déi véi gia thiét (F?)(3), ta c6 uée luong sau

0
| E(t, w)l* < CROFIb(E I (/ ehe/Qlw(H,y)Idde)

1
< S CCH@bE, )P w5,

nhd bat dang thic Holder va r = —+1In(1 - h), 6 day u(Q) 14 do do Lebesgue ctia . Khi
dé

2

|F(tw) < —0 Cfﬁ )b(t, )l
Nhu vay, gia thiét (F%)(3) duge thoa man v6i m(t) = ﬁCny v (Q)]b(t, )
Cudi cliing, néu ta gid st them rang b(t,z) = by (t)ba(x) v6i by € LY(RT), by € L*(Q) thi
16(, )| = b1(2)[[b2]l,

va ta c6 thé kiem tra diéu kieén (3.9) nhu sau

CoK oo ||b2]/01(5)
Ao < su ds < CoKsl|lba|]||b
t>18/0 1 )\1( ) 0 H 2”” 1||L1(R+

CyCrr/ (). Do do, (3.9) théa man véi [|ba|l[|b1]| 1 g+) nho.
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Chuong 4

TINH HUT TRONG THOI GIAN HUU HAN CUA NGHIEM
PHUONG TRINH SONG BAC PHAN SO CO TRONG

Trong chuong nay, ching toi ching minh sy ton tai va tinh hat trong thoi gian
hitu han ciia nghiém, déi véi phuong trinh séng phan thi cé trong, nita tuyén tinh véi
toan t quat vd phan phi tuyén tang trudng trén tuyén tinh. Van dé néu trén duoc
nghién ctu dua trén 1y thuyét vé a-giai thite, dinh 1i diem bat dong cho 4nh xa nén,
va cac udc luong cuc bo clia nghiém. Cudi cuing 1a mot tng dung cho mot 16p phuong
trinh dao ham riéng cu the.

Noi dung ctia chitong nay dia trén cac bai viét s6 [3](dang tién 4n pham) trong Danh
muc cong trinh khoa hoc ctia tac gid lien quan dén luan an.

4.1. DAT BAI TOAN
Cho (X, || - ||) 1a mot khong gian Banach. Xét bai toan sau

D*%u(t) = Au(t) + f(t,u), t € 0,7, (4.1)
u(s) = ¢(s),s € [—h,0], (4.2)
u'(0) =y, (4.3)

6 day a € (1,2),0 > 0, D*? la dao ham phan th® c6 trong véi bac o theo nghia
Caputo, ham trang thai v nhan gia tri trong X véi tré v € C([—h,0]; X) xac dinh bédi
ug(s) = u(t +s),s € [~h,0], A la mot toan tit tuyén tinh dong trén X va ham phi tuyén
f dugc dinh nghia trén [0, 7] x C([—h,0]; X).

4.2. SU TON TAI NGHIEM

Dé nghién cttu st ton tai nghiém ctia bai toan (4.1)-(4.3) trong trudng hop phan phi
tuyén c6 tang trudéng dudi tuyén tinh, ching toi st dung cac gia thiét sau:

(A*) Ala toan ti quat kiéu (0,6) v6i goc 6 € [0, (1 — 9)7) va 0 € p(A).
(F*) Anh xa f:[0,7] x C, — X lién tuc va thoéa man:
(1) diéu kién tang trudng
1£(t,v)]| < a+b|v|c,, Vv € Cp, hau khap t € [0,T7,
véi a, b 13 cac s6 khong am:;
(2) néu (M — A)~1 X € p(A), khong compact thi v6i moi tap bi chin Q C Gy, ta c6

X(f(t,Q)) < k() sup x(Q(0)),
0€[—h,0]

4 day k € LY(0,7) 14 ham khong am.
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Ching t6i dua ra dinh nghia nghiém tich phan cta bai toan (4.1)-(4.3) nhu sau.

Dinh nghia 4.1. Cho truéc (¢,y) € C, x X. Ham u € C([—h,T]; X) dugc goi 1la mot
nghiém tich phan ctia bai toan (4.1)-(4.3) trén doan [—h,T] néu va chi néu u(t) = o(t)
khi £ € [—h,0] va

u(t) = e~ Sa(t)p(0) + e~ (1% Sa) () (y + ap(0))ds,
e~ (t=s) a1 *Sa)(t — 3)f(s,us)ds,
b [ e 8= (s
khi ¢t € [0, 7).

Sau day, ta xét toan ti F: C, — C, cho bdi

Fu)(t) = e 7" Sa(t)p(0) + e (1 Sa)(t)(y + 0(0))

+ /Ot ™79 (go1 % Sa)(t — 5) f(s,vs)ds. (4.4)

Dé thay rang néu v 1a mot diém bat dong ctia F thi v[y] 13 mot nghiém tich phan cia
(4.1)-(4.3).

Dinh 1i sau day 1a két qua veé su ton tai nghiém ctia bai toan khi phan phi tuyén c6
tang trudng dudi tuyén tinh.
Dinh 1i 4.1. Vdi cdc gid thiét (A™) va (F*). Tap nghiém cia bai toin (4.1)-(4.3) la
khac rong.

Bay gio, dé xét truong hop f c6 thée ting trudng trén tuyén tinh, ta thay diéu kién
(F*) béi dieu kien sau.

(F;) Ham phi tuyén f : [0,7] x C;, — X lién tuc va théa man (F)(2). Hon nita, ton tai
ham m € C([0,T]; R™) va ham khong giam ¥ € C(R*;R™), sao cho

LF ()l < m(8)T(]lv]le,), Vv € Ch.

Dit C, = max{o—te~!, Te T}, v& ki hiéu | - |« 1& chuan sup trong C([0,T];R). Ta c6 két
qua tiép theo vé su ton tai nghiem khi phan phi tuyén c6 thé tang trudng trén tuyén
tinh.

Dinh 1i 4.2. Gid st rang cdc gid thiét (A*) va (F) théa man. Néu ton tai R >0, sao
cho
Mlielie, + MCo(llyll + ollelle,) + Cal (@) Iy mloc ¥ ([lelle, + R) < R, (4.5)

thi bai toan (4.1)-(4.3) cé it nhat mot nghiém tich phan.

4.3. TINH HUT TRONG THOI GIAN HUU HAN

Trong phan nay, ching toi chitng minh két qué chinh ctia chuong do 1a tinh hat trong
thai gian httu han ctia nghiém khong. Ki hiéu S(¢) la tap nghiém ctia bai toan (4.1)-(4.3)
v6i dit kien ban dau € = (p,y). Ching toi sit dung khai niém hut trong khoang thoi gian
hitu han ctia nghiém déi v6i phuong trinh (4.1) nhu sau.

Dinh nghia 4.2. (Tinh hut trong khoang thoi gian hitu han). Cho & = (vo,%0) €
Cp, x X. Nghiem u € S(&) dugc goi la
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(i) hat trén [0,T] néu ton tai n > 0 sao cho
lvr = urlle, + 1V'(T) = u'(T)Il <l = wolle, + 1y = woll
voi moi € = (¢,y) € By(&) \ {&} va v € S(€), 6 day B,(&) 1a hinh cau déng trong
Cp, x X c¢6 tam tai & ban kinh 7.
(ii) huat ma trén [0,7] néu
1

limsup— sup sup (HUT —uplle, + [[V(T) — u’(T)H) < 1.
O T e By (&) ves(€)

Hién nhién, tit tinh hit mi suy ra tinh hat. Ching t6i dua ra mot diéu kién du cho
tinh hdt mi trong bo dé sau.

Bo6 deé 4.1. Cho trude & = (¢o,yo) € Cp, x X. Nghiem u € S(&) la hit ma trén [0,T), néu
¥y lor = urlle, + [[v/(T) = u'(T)]]
imsup sup
I€l=0 veS(E+&) €]

<1 (4.6)

B6 dé 4.2. Néu gid thiét (A*) va (F}) théa man véi © Lipschitz dia phuong va U(r) =
yr 4+ o(r) khi r — 0, & day v la mot s6 khong am, tha

lim  sup |jule, =0,Vt € [0,T7.
§=(2,y)—=0 yes(¢)

Trude hét ching toi nghién cttu tinh hit mi ciia nghiém khong déi véi phuong trinh
(4.1).

Dinh i 4.3. Gid thiét nhu trong Bo dé 4.2. Khi dé nghiém khong ciia (4.1) la hait ma
trén [0,T), néu bat dang thic sau théa man

O(T) + X(T) < 1, (4.7)

trong do
®(t) = M max{t,2 + ot}e "M E, (t|m|se” Cul (@) ,

M(t) = e 7' max {Ct_l + Mo*t, M(1+ Ut)}

+7Cq </ [a(t — ) (- 3)0‘_2] e"(ts)cb(s)ds> :
0

Dé chitng minh tinh hut ctia nghiém khac khong, ching ta can gia thiét sau day doi
v6i phan phi tuyén.

(F;) Ham £ : [0,T] x C, — X lién tuc, thoa man (F*)(2). Hon nita, ton tai ham m €
C([0,7T];R*) va ham khong giam, Lipschitz dia phuong ¥ € C(R*;R*) sao cho
U(r)=~r+o(r) khir — 0 véi vy >0, va

Lt v1) = ft v2)[| < m(@)T([lor = v2lle, ), Yoi,v2 € Cp.

Dinh 1i 4.4. Néu cdc gid thiét (A™), (F;) théa man va

O(T)+%(T) < 1,

trong do ®, ¥ la cdc ham da cho trong Dinh li 4.3. Khi do, moi nghiém cua phuong
trinh (4.1) hat ma trén [0,T).
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4.4. AP DUNG
Cho © ¢ R” 1a mién bi chin vé6i bién tron 99. Xét bai toan sau

0% u(t,x) = Agu(t, x)

] N R T PR NS (X

Q
u(t,z) =0, x € 00, t > 0, (4.9)
u(s,x) = p(s,x),r € Q,s € [—h,0], (4.10)
Ou(0,z) = y(x),z € Q, (4.11)

trong d6 a € (1,2),0 >0, ;" 1a dao ham phan thit ¢6 trong theo nghia Caputo véi bac
a, f:[0,7] x R? = R 13 mot ham lién tuc va k € L*(Q).

Lay X = L*(Q) va A = A v6i D(A) = H*(Q) N HE(Q). Khi d6 A 14 todn t1t sinh clia
nita nhém compact {S(t)}s>0. Pho clia —A 1a tap cac gia tri rieng clia —A, gdom cac s6
duong, dé thay 0 € p(A) va A 1a mot toan tit quat kiéu (0,6) véi @ = 0. Vi vay, A sinh ra
a-giai thiic compact {S,(t)}i>o0.

Vé phan phi tuyén f, chiing toi gid thiét them rang
[ty 2)] < m(D)]yll2l,V(t,y, 2) € [0,T] x R?, (4.12)
v6i m € C([0,T;RT), p> 0.
Dit €, = C([—h,0]; L%(Q)). Xét ham s6 f : [0,T] x C, — L*(Q) xac dinh nhu sau

St ¢)(x) = f(tyaﬁ(oaw),/gk(y)(b(h,y)dy)

R6 rang, bai toan (4.8)-(4.11) 1a mot truong hop riéng ctia bai toan (4.1)-(4.2).
St dung (4.12), ta co

£(t.6)(2)] < m(®) ( / e >|dy>

| (
m(t)|o(0, )|k [|¢(=p(0), )k,
do bat dang thitc Holder. Vi vay

Lt o) < m(OIEI NS0, ) x le(=p(0), )l

m(@)llklf sup [lo(s, )l
s€[—h,0]

= m(t)||k |5 o]

C6 thé kiém tra rang f lien tuc, nhd vao tinh lién tuc ctia f va dinh 1i hoi tu troi
Lebesgue. Do d6, f thoa man (F;) véi U(r) = ||k|/5P*! = o(r) khi » — 0. Stt dung Dinh
Ii 4.3, ta suy ra nghiém khong ciia (4.8) 1a hut mi trén [0, 7], néu thoa man

M max{T,2 4 oT}e’" + max {C’T_1 + Mo*T, M(1 + (TT)} < el

trong do M = supiepo 1) [[Sa(t)]| va € = supsejo 1y [EA(ga—1 * Sa) (#)]]-
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KET LUAN VA KIEN NGHI

1. Cac két qua dat dudgc

Trong luan an, chting toi trinh bay mot s6 két qui veé dang diéu nghiém cla
phuong trinh /bao ham thiic vi tich phan phan tht dang tan xa-séng chita tré trong
khong gian Banach tong quat. Cac két qua dat dudc bao gom:

e Déi véi 16p phuong trinh vi tich phan phan thid c¢6 tré hitu han: Ching minh dugc
tinh giai duge va tinh on dinh tiém can ctia nghiém.

e D6i v6i 16p bao ham thic vi tich phan phan thit ¢6 tré vo han: Ching minh ducc
st ton tai nghiém tich phan va tinh on dinh tiém can yéu ctia nghiém.

e V6i phuong trinh vi phan phan thit c¢6 trong: Chitng minh duge sy ton tai nghiém
trén doan compact v6i phan phi tuyén tang trudng trén tuyén tinh, dua ra khai
niém tinh hat, hat ma trén khodng hitu han cho truong hgp ¢é tré hitu han, néu ra
mot diéu kién du cho tinh hat mi trong khoang thoi gian hitu han va st dung né
dé thu dugc tinh hit mii cia ctia nghiém.

2. Kién nghi mot s6 van dé nghién citu tiép theo
Bén canh cac két qua da dat dude trong luan an, mot s6 van dé md lien quan can
ducc tiép tuc nghién ciu:
e Nghién cttu dang diéu nghiém cac phuong trinh va bao ham thitc vi phan phan thi
trong luan an khi khong c6 cac gia thiét vé do do khong compact.

e Nghién citu sy ton tai va tinh on dinh (thoi gian hitu han hoic Lyapunov) clia
nghiém cho céc hé vi phan ngau nhién phan thu.

e Nghién cttu cac van dé lien quan nhu tinh chinh qui ctia nghiém, cau tric cia tap
nghiém déi véi cac hé vi phan phan thu.
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